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La funcién exponencialexp(z) = €* es la de nida en C mediante la serie

s
e=_ Z
n!

n=0

gue converge absolutamente para toda 2 C. Usando el producto de con-
volucién de series (corolario ) se establece que para cada;w 2 C se
cumple la ecuacion funcional

eV = efe": (3.1)

(Otra forma de obtenerla se puede ver en el ejercici¢.42). En particular,
cuandox;y 2 Ry z= x + iy se verica

e = &Y = e(cosy + i seny)

luego _
je‘j = € &Y =(cosy+ iseny);

lo que justica la expresion médulo argumental de un ndmero emplejo:
z=re' ,donder = jzjy 2argz.

La funcién exponencial es periddica de perioddi , exp(C) = Cnf0g, es
inyectiva sobre cada banda abierta de la forma

fx+iy: <y< g con 0< < 2
y establece una biyeccion entre la band®; y el abierto ; (j =1; 1)
Bi=fx+iy:jyj< g; 1=Cnfx2R:x Og;
B 1=fx+iy:0<y< 2g; 1=Cnfx2R:x 0Og:
La inversa de la primera biyeccion viene dada por el logaritm principal
Log: 1! By; Logz =log jzj + i Arg z:

En lo sucesivo, para tener garantizada la continuidad, cuatho se considere la
funcion logaritmo principal, Log, siempre se supondra que su dominio es;.
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Se de nen en términos de la funcion exponencial

senz = eiz < - =Z 23 + 2> 2 +
2i 3! 51 7!

Cosz_eiz+eiz_l 22+Z4 26+
2 21 41 6l

Las funcionessenz y cosz son periodicas con periodo§2m :m 2 Zgy
con los mismos ceros que las correspondientes funcionesleésa
Las relaciones trigonométricas usuales

serfz+cos?z =1
senz=cos(=2 z);
cosz = cos( 2);
sen( z)= senz
sen(z + w) = sen zcosw + cos zZ senw;
COS@Z + W) = COSZCOSW  senzsenw;

se pueden obtener a partir de la ecuacion funcionai3(1) (en el ejercicio
se muestra una via alternativa para obtenerlas).

Las funciones hiperbolicas que también se de nen en términos de la ex-
ponencial:

e e“’ e+e’
shz= ——; chz= ———
2 2
estan directamente relacionadas con funciones trigononrétas, ya que
ch(iz) = cos z; sh(iz) = isenz;
cos(z) = ch z; sen(z) = ishz:

Estas funciones siguen cumpliendo las relaciones usualeb?z stz =1,
teoremas de adicion, etc.
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Al considerar argumentos, logaritmos, la exponenciaciénampleja y, mas
en general, inversas de funciones elementales, coare senz, arctg z, apare-
cen funciones multiformes o multifunciones (es decir, funenes cuyos valores
son subconjuntos del plano complejo) para las que se adopta kiguiente
terminologia:

De nicién 3.1.1.

SeaT un subconjunto del plano complejo Y (C) el conjunto de las
partes deC. Una multifuncién (o funcién multiforme) con dominio T y
valores enC es una aplicacion

G:T! P(C)

Se dice qugg es una rama o determinacion continuadé&ssig: T! C
es continua yg(t) 2 G(t) para cadat 2 T.

Ejemplos notables de multifunciones somargz, logz y R z. El argumento
principal y el logaritmo principal son funciones continuassobre el abierto

1=Cnfx2R:x 0Og

luego son ramas de las multifuncioneargz y log z.

Dado un nimero complejoa 6 0, si c 2 loga, la funcién f.(z) = €% es
continua y f¢(z) 2 a* para todo z 2 C, es decir,f . es una rama de la funcién
multiforme a*. Segun el ejercicio toda rama de a* es de esta forma.
Con c = Log a se obtiene la rama o determinacion principal d&’. Para esta
rama (funcién valor principal de la exponencial de basa) se suele utilizar el
mismo simboloa’ y, asi, en lo que sigue se adopta el convenio de notacion

aZ = eaLogz:

El dnico problema que ocasiona este convenio es que cuandodesee consi-
derar la funcién multiforme a* habra que manifestarlo explicitamente.
Cuandoa=1=n, conn 2 N, también reservaremos la notacién" z para
la rama principal de la raiz n-ésima dez de nida en 1 por
R

_ 1 1
Z= 70 = en L09Z:
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La mayor parte de las multifunciones de interés aparecen cudo
G(t) = f (t) dondef : ! T estd de nida en un abierto C.
Las ramas continuas de multifunciones de la forméogf (t), argf (t) reciben
nombres especiales:

De nicion 3.1.2.

Seaf : T! CnfOg continua en un subconjuntoT deR o C.

Sig: T ! C es continua yg(t) 2 logf (t) para todot 2 T, se dice
queg es un logaritmo continuo def en T y también que es una rama de
la funcion multiforme logf (t).

Si :T! Rescontinuay (t)2 argf(t) paratodot?2 T, se dice
gue es un argumento continuo dd en T, y también que es una rama
de la multifuncién argf (t).

De nicién 3.1.3.

Seaf : T ! C una funcion continuayn2 N. Sih: T ! Ces
una funcién continua tal queh(t)" = f (t) para todot 2 T, se dice que
h es una raizn-ésima continua def enT.

El problema natural que concierne a las multifunciones es ek la determi-
nacion y gestion de sus ramas y, en particular, el de determan o caracterizar
los abiertos C donde existen ramas de una multifuncion dada. En los
ejercicios de esta capitulo se exponen las técnicas, basads argumentos de
conexion, para determinar y manejar de manera precisa ramage algunos
tipos de multifunciones. También se consideran algunos ocas particulares
sencillos, donde se determinan ramas mediante férmulas aoetas.

Si g es un logaritmo continuo def entonces =1Im f es un argumento
continuo def vy, reciprocamente, si es un argumento continuo def enton-
cesg=logjfj+ i es un logaritmo continuo def. En el ejercicio se
demostrara que una condicion necesaria y su ciente para quen un abierto

C exista un logaritmo continuo de la identidad z es que los dos puntos
1 y O estén en la misma componente conexa d&; n

SiTesconexoyq1;L,: T ! C(resp.A1;A2: T ! R)son logaritmos

(resp. argumentos) continuos dd , segun el ejercicia. 1, existem 2 Z tal que

Li(t)= Lo(t)+2 mi ; (resp.A1(t) = Ax(t)+2 m) paratodot2 T:
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En las condiciones anteriores, si efi(T) hay de nido un logaritmo continuo
L de laidentidad z, entoncesg(t) = L(f (t)) es un logaritmo continuo def en
T, pero en general no es cierto que todo logaritmo continuo deenT admita
una descomposicion de este tipo (la funcidit es un logaritmo continuo de
f(t)= €', denidoen T =[0;2 ], pero, segun el ejerciciz.4, enf (T) no se
puede de nir un logaritmo continuo de z). En el ejercicio 3.5 se puede ver que,
en las condiciones habituales, existe una descomposicid@tal de este tipo.

Si06X (T) yenT se puede de nir un logaritmo continuog def entonces
para cadan 2 N existe enT una raizn-ésima continua dada pom(t) = end()
Con los ejercicios3.4y se pone de mani esto que, aunque no exista un
logaritmo continuo def enT, puede ocurrir que para ciertos valores da 2 N
existan raicesn-ésimas continuas dd enT.

En el ejercicio3.2 se establece que Sip = ft 2 T : f (t) 6 0g es conexo no
vacio yf posee ern una raizn-ésima continuag, entonces posee exactamente
n raicesn-ésimas continuas, que vienen dadas por

ok(t) = ¢g(t) donde !y = €™®"; k=0;1,2:::;n L

En este caso, para determinar una rama continu@ de R f basta elegir un
punto a2 T conf (a) 6 0, indicando cual de losn valoresE f (a) es el que
toma g ena. Cadab2 ™ a determina la rama g que cumplegg(a) = b.

Se vera mas adelante que la hip6tesis sobre la conexién dehgmto Ty
gue interviene en el resultado anterior se cumple cuandd C es abierto
conexo yf una funcién holomorfa no constante (véase el ejercicio. 39).

En la proposicion y en el ejercicio se veran criterios utiles, en
términos de integrales curvilineas, para discutir la exisincia de ramas de
logaritmos y de raicesn-ésimas de funciones complejas. Sin embargo, para
el caso de las funciones polindmicas sencillas merece la a&jercitarse en la
bdsqueda de férmulas y de los dominios donde estas férmulas den ramas
concretas de logaritmos y raices del la funcion considerada

Una funcionf : !  C, de nida en un abierto C, se dice que es
derivable (en sentido complejo) ena2 cuando existe el limite
m 2 1@ _ fYa):

z! a Z a
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En este caso se dice queqa) es la derivada def en a. Para la derivacion
compleja se veri can los resultados usuales del célculo difencial: la deri-
vabilidad en un punto implica la continuidad en el punto; valen las reglas
usuales para el calculo de derivadas de sumas y productosj aemo la regla
de la cadena para la derivada de la composicion de funcionesrivables,f g,
donde g es de variable real o compleja. Si es conexo yf {z) = 0 para cada
z2 entoncesf es constante.

Sif : ! C es derivable en todoz 2 = se dice quef esholomorfa
en . El conjunto de las funciones holomorfas en se denotaH () . A las
funciones de nidas y holomorfas en todo el plano complej& se les llama
funciones enteras

Cada polinomio complejop(z) = ag+ a1z + axz? + + a,z" es una
funcion entera y vale la formula usual para la derivada,

pXz) = a1 +2az+  + na,z"

La funcién exponenciale?, las funciones trigonométricassenz, cosz y las
funciones hiperbodlicas de variable compleja son enteras yaga todas ellas
siguen valiendo las mismas reglas de derivacion que en el casal.

Sean ;V  Cabiertos," 2H (V)yg: ! V una funcién continua
tal que' g(z) = z paratodoz 2 . Si'%no se anula sobreg() entonces
g es holomorfa yg®=1=(" ° g).

En particular, el logaritmo principal Logz es holomorfo en su dominio,
con derivada 1=z. Mas aun, sif 2 H () con062f () y g es un logarit-
mo continuo (resp. una raizm-ésima continua) def entoncesg es holomorfo
con derivadag® = f%f (resp. mg¥ = gf9. Cuando f se anula en algin
punto de , si g es una raizm-ésima continua def en , también se cum-
ple queg es holomorfa en . En este caso, sa es un cero aislado dé , la
igualdad mg% = gf “no proporciona el valorg{a), y se puede usar (véase el
ejercicio ) la formula

_ f12)9(2)
gla=Im —= @)
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Una condicién necesaria y su ciente para qud 2 H () posea logaritmo
holomorfo en es que0 62X () y que la funcionf &f tenga primitiva en
En este caso, si es conexo yg es una primitiva de f Of  existec 2 C tal
gqueg c es un logaritmo holomorfo def en

Es facil ver que en una corona circular = fz :r < jzj < Rg no existe
un logaritmo continuo de z (véase el ejercicio>.4) luego, en virtud de los
resultados anteriores,1=z no tiene primitiva en

Cuandof : ! C viene dada mediante sus componentes
u(x;y) =Ref(x+1iy); v(xy)=Im f(x+iy);

el siguiente teorema sirve para reconocer, entre las aplicianes diferenciables
f : 1 R? las que son holomorfas.

Teorema 3.1.6.

Seaf : ! C denida en el abierto C. Dado un punto
Zo= Xp+ iyp2 , son equivalentes:

a) f es derivable ergg.

b) f es diferenciable enzy y sus componentesi = Ref, v =1Im f,
cumplen enzg = Xg + iyg las condiciones de Cauchy-Riemann:

D1u(Xo; Yo) = D2v(Xo;Yo); Dou(Xo;Yo) = D1V(Xo; Yo):

En este casof zp) = D1u(Xo;Yo) + iD 1v(Xo; Yo).

El conjunto de las aplicaciones lineales : R? !  R?, denotadoL (R?)
en lo que sigue, se puede considerar como espacio vectorialdimensién dos
sobre el cuerpoC, mediante la ley externaC L (R?) ! L (R?), dada por
(L )(h)= L (h). Una base de este espacio vectorial es la formada por las
proyecciones

dx:z! x=Rez dy:z! y=Imz:
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Respecto a esta base una aplicacion lineal 2 L (R?) de matriz se
expresa en la forma. = pdx+ qdy, dondep= +1i ,q= + i . Otra base
de este espacio vectorial complejo la forman las aplicacies lineales

dz:z! z; dz:z! zZ:

En términos de esta basel. = rdz+ sdz donder = (p iq)=2,s=(p+iq)=2,
y la condicién de queL seaC-lineal equivale a ques = 0.
En términos de estas bases la diferenciaf (zp) se expresa asi:

o (z0) = D1f (z0)dx + Dof (z0)dy = @1z0)dz + @f(z0)dz

donde

Df (z iD »f (z 1 . .
@1(zp) = 1f (o) 5 2 (o) = > D1u(zp)+ Dav(zg)+ iD 1v(zg) iD 2u(zo)
—_ D1f (zg) + D of (z 1 . .
@1(zp) = 1f (zo) 5 2 (o) = > D1u(zp) Dav(zg)+ iD 1v(zg)+ iD 2u(zo)
Segun el teorema , f es derivable enzg siy sélo si@1zg) =0, y en este

casof {zg) = @1zp). También se suele emplear la notacion

L= @tz Sz)= @1z0)

con la que las condiciones de Cauchy-Riemann eg se resumen asi:

@f
—(z9) =0
@( 0)
y la condicién para que una funcién diferenciablé : ! C sea holomorfa

se expresa en la formd@f=@ O, que se suele interpretar diciendo que

Zz+Z 72 Z . z+7Z 7z Z
2% 4y .

2 ' 2 2 2

f (z;2)=u

no depende de&. Las funciones diferenciables en que cumplen(@f=@z 0
s6lo dependen de& y se les llamaantiholomorfas (véase el ejercicic3.26).
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Dado un par ordenado de vectores no nuloéwny;w») del espacio euclideo
R? (que se supone identi cado conC) se llama angulo orientado del par

(w1; W) al nimero real Arg(wo=wy) 2 ( ; ]
De nicién 3.1.7.

Se dice quef : ! C, denida en un abierto C, conserva
angulos orientados emna 2 cuando para cadaw, con jwj = 1, existe
w > Otal queD(a; w) ,f(a+tw) f(a60si0O<t< , vyel
limite

fa+tw) f(a)
0o wif (a+ w) f(a)

existe y no depende dev.

La interpretacion geométrica de esta de nicién es sencillaEl vector unitario
cw sefala la direccion limite de las direcciones de las cuerdaga+ tw) f (a),
de modo quecw es un vector unitario tangente a la curvat ! f (a+ tw) en
el punto f (a) (este vector tangente unitario puede existir cuandd Qa) = 0,
por lo que esta nocién de vector tangente es mas general queuisual).
Dadas dos semirrectas que surgen de de ecuaciones paramétricas

Z1(t) = a+ twy; Z(t)=a+twy;, t O

con jwsij = jwyj = 1, sus imagenes medianté son dos curvas que surgen de
f (a) con la propiedad de que sus vectores unitarios tangentes foan un par
ordenado (cwsy; cw,), cuyo angulo orientado coincide con el del pafwy;ws).

A(1) 1(t) v

Wo z5(t) CW2

a
'\%N ” (t) f (a) CWy
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Una aplicacion linealL : R?2 ! R? conserva angulos orientados ef si
y sélo si los conserva en todos los puntos y esto ocurre si y&@i esC-lineal
no nula (véase el ejercicic.9).

Si f es derivable ena y fYa) 6 0 es facil comprobar quef conserva
angulos orientados era. Reciprocamente, se tiene

Teorema 3.1.8.

Sif : ! C es diferenciable era2 con d (a) 6 0 y conserva
angulos orientados era entoncesf es derivable eray f {a) 6 0.

Asi pues, una funciénf 2 H () conserva angulos orientados ema 2  si
y solo sif Ya) 6 0. Cuando f es holomorfa el comportamiento del camino
w(t) = f(z(t)) cuando el caminoz(t) pasa por un punto (0 cerca de un
punto) a conf Qa) = 0, permite localizar los puntos con derivada nula (véase
el ejercicio4.52).

Las funciones holomorfas con derivada no nula en todos los pios de su
dominio conservan angulos orientados en todo punto y por @lreciben un
nombre especial:

De nicion 3.1.9.

Unafuncionf : |  C se dice que es conforme en el abierto C
si es derivable en cada 2 confYz) 60.
Un isomor smo conforme del abierto ; C sobre el abierto , C

es una aplicacién biyective : 1! o tal quef yf 1 son conformes.
Obsérvese que, en virtud del teorema:. 1.5 toda funcion biyectiva y dife-
renciable con inversa diferenciabld : 1! 2 que sea conforme debe ser
holomorfa.

Si 1; 2 C son abiertos, ( 1; 2) designara el conjunto de los iso-
mor smos conformes de ; sobre ,. Cuando ( 1; 2) 6 ; se dice que
los abiertos 1; » sonconformemente equivalentesPor de nicién, ( 1) =
( v 1)

El problema central de la representacion conforme es el de tdeminar
cuando dos abiertos dados ;, » son conformemente equivalentes y en su
caso describir el conjunto( 1; 2). Cuando se conoce uno de los dos gru-
pos de transformaciones( 1), ( 2) basta conocer un elemento particular
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f 2 ( 1, »2) para describir el conjunto
(2= F "2 =" 1:72( 2)

Segun la proposicién , una biyeccionf : ;! 2 €S un isomor smo
conforme cuando es holomorfa con inversa continua. De estarmacion se
puede eliminar el requerimiento de que la inversa sea contia porque los
recursos mas avanzados de la teoria (corolarin 1.5 permiten a rmar que
sif 2 H () es inyectiva entoncesf {z) 6 0 para todoz 2 , la imagen
V = f() esabiertay lainversaf 1:V ! es holomorfa. Es decir, toda
funcion holomorfa e inyectiva es un isomor smo conforme ené su dominio
y su imagen, que necesariamente es abierta. En la practicaproo sucede en
los ejercicios de este capitulo, se puede prescindir de esésultado ya que,
en las transformaciones concretas que se consideran suaefacil comprobar
gue su imagen es abierta y que la inversa es derivable.

La derivada dez? s6lo se anula erz = 0 donde se aprecia claramente que
no se conservan angulos orientados. En este caso se duplicaste fenémeno,
gue se analiza con detalle en el ejercici®.52, lo presenta enz = a cualquier
funcion holomorfa conf Ya) =0 y f %%a) 6 0.

Para cadaw 6 0 la ecuaciénz? = w tiene exactamente dos soluciones,
una opuesta de la otra. Por lo tantoz? es inyectiva y conforme sobre cada
abierto CnfOgque verique z2 ) z62 .Los abiertos

A=fx+iy:x>0y>0g P=fx+iy:y>0g H=1fx+iy:x> 0g

tienen esta propiedad, luegaz? establece isomor smos conformes entre ca-
da uno de ellos y su imagen. Las imagenes de estos abiertos déiemen
facilmente usando coordenadas polares= re' , y son, respectivamente,

P, Cnfx2R;x 0g;, Cnfx2R:x Og

Conviene observar qbe la inversa dejy es la raiz cuadrada principalp Z, pero
la inversa def jp esi’  z. El siguiente cuadro resume algunos isomor smos
conformes que se establecen mediante la funci@r (véanse los ejercicios

y ). En cada csso la inversa es la restriccion, al abierto ,, de la raiz
cuadrada principal = z.
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2
!Z

1 2

fx+iy :x>0;y>0g |fu+iv:v>0g
fx+ iy : x> Og Cnfu2R:u O0Og

fx+iy :x>tg fu+iv:v?> 4t%(t2 u)g
2

fx+iy :x?> y?>tg [fu+iv:u>tg

La derivada de la funcion exponencial no se anula nunca, lueda trans-
formacién z! ¢€* es conforme e inyectiva sobre cualquier abierto que no
contenga parejas de puntog;;z, vericando z; 2,2 2i Z.

Usando coordenadas polares para = e*¥ = e(cosy + iseny) se
observa que la funcidon exponencial establece isomor smosrformes entre
las siguientes parejas de abiertos 1, » (dondet s< 2 ):

P

fx+iy:s<y<tg frel :r>0s< <tg

1 2

fx+iy:x< 0O s<y<tg|frel :0<r< 1;s< <tg

En particular, cuandot s= |, la funcidon exponencial proporciona un iso-
mor smo conforme entre una banda y un semiplano y entre una seibanda y
un disco. Parat s= =2 se consigue unisomor smo conforme de una banda
sobre un cuadrante y de una semibanda sobre un cuadrante de disco.

Una funcionf : |  C de nida en un abierto C, se dice que es
derivable en1 2  cuando la funcionF (z) = f (1=z), de nida en un entorno
de O, es derivable erz = 0 (se usa el convenio usual=0 = 1 , 1=1 =0). En
ese caso se de néq1 ) = FY0).

La nocion de derivada en el puntol permite introducir la nocion de
funcion f ! C holomorfa en un abierto Cy:sif: ! C es
derivable en todos los puntos de  C; se dice quef es holomorfa en y
se escribef 2 H () .
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Con una una idea parecida se extiende la nocion de derivada ehso de
funciones con valores erC; .

De nicion 3.1.10.

Seaf : | C;, denida en un abierto Ci,ya?

Sif(a) 8 1, se dice quef es derivable ena 2  cuando existe
r> Otal quef D(a;r) Cy fipr) €s derivable ema.

Sif(a)= 1, se dice quef es derivable era cuando exister > 0 tal
que(1=f) D(a;r) Cy (1=f)jp(ar) €s derivable era. En este caso se
adopta el valorf Qa) = (1 =f)%a).

Obsérvese que en la de nicidén anterior esta considerada leopibilidad de que
seaa= 12 . En este caso la de nicidn remite a la de nicion de derivada
enl dada anteriormente. En particular, cuandof (1 ) = 1 , la derivabilidad
def enl signica que h(z) = 1=f (1=2) es derivable erD, conf 41 ) = hY0).

Si f es derivable ena 2 = entonces es continua era, pero en el caso
a = 1 la derivada f ° puede ser discontinua enl (obsérvese que cuando
f(z) = 1=z se tienefq1) 6 Im 1 fY2z)). A pesar de este hecho, la
de nicion de derivada f {a) cuandoa= 1 of(a)= 1 tiene interés porque
con ella, en todos los casos, la condicign{a) 6 0 tiene una interpretacion
geomeétrica interesante sobre la esfera de Riemann (véasee@rcicio ).

Ahora, las nociones de transformacion conforme e isomor smconforme,
formuladas en la de nicién , se pueden extender al caso de abiertos

1, 2 enCy . Es facil comprobar que las transformaciones de M@bius son

automor smos conformes deC; por lo que las transformaciones inducidas en
la esfera de Riemann tienen la propiedad de conservar angal@rientados
en todos los puntos.

Los requisitos tedricos para abordar los primeros ejercws de este
blogue son los basicos referentes a conexion y continuidad el ambito
del plano complejo con la distancia usual. En ellos se estagen los re-
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sultados basicos que se suelen usar para determinar ramasitauas de
algunas funciones multiformes (raices y logaritmos de fuianes). Estos
resultados se usan sistematicamente en los siguientes ejeios referentes
a la determinacion de ramas de logaritmos y raices de algung®lino-
mios. A su vez estos ejercicios intervienen mas adelante a keora de
de nir ramas concretas de la inversa de la transformacion ddoukowski
y de la multifuncidn arc cosz (véanse los ejercicios.9, 3.21, 2.27, 2.28

y 2.29.

Seaf : X | Cnf0Og una funcién continua de nida en un conjunto
conexoX C.

a) SiLy;Lo i X I C son logaritmos continuos def en X (funciones
continuas que veri can €-1¥) = g-2(x) = f (x) para todox 2 X) de-
muestre que existem 2 Z tal que L1(X) = L»(X) +2 mi para todo
x2X.

b) Si A;;A; © X ! R son argumentos continuos dd en X (funcio-
nes continuas que veri cane”1(¥) = gA2(x) = f (x)5f (x)j para todo
X 2 X)) demuestre que existen 2 Z tal que A1(x) = Az(X)+2 m para
todox 2 X. &

Seaf : X | C una funcién continua denidaenX Cyg:X ! C
una raiz n-ésima continua def en X (una funcién continua que verica
f(x) = g(x)" para todox 2 X). Si Xo=fx 2 X :f(x) 6 0g es conexo no
vacio demuestre qué tiene en X exactamenten raices n-ésimas continuas,
dadas por

g(X) = 'yg(x) donde ! =€ " k=0;1;2:::;n 1

Muestre con un ejemplo que el resultado es falso cuandq no es conexo.

&
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Dado b 2 C nf0g, obtenga férmulas con las que queden de nidos un
logaritmo continuo y un argumento continuo dez en el abierto

p=Cnftb:t2R; t Og:

&

Sifz:jzj=rg V Cyl<m 2 N, demuestre que una condicion
necesaria y su ciente para que exista el una raiz m-ésima continua dez",
(n 2 N), es quen sea un multiplo dem. Obtenga como consecuencia que,
para cualquiern 2 N, no existe un logaritmo continuo dez" enV. &£

Seaf : X ! C n f0g una funcién continua que posee un logaritmo
continuo g (resp. una raizm-ésima continuah) en X  C.

a) Muestre que, en general, no se puede asegurar la existenceuh loga-
ritmo continuo de z, de nido en f (X), tal que

gx)=L f(x) (resp. h(x) = em-( )y para todo x 2 X:

b) Si X es localmente conexo (cada punto posee una base de entornos
conexos) demuestre que cada 2 X posee un entornoVy tal que en
f (Va) hay de nido un logaritmo continuo L de z veri cando

g(x)= L f(x) (resp. h(x) = en )y para todo x 2 Vy:

&

Obtenga los abiertos en los que las siguientes formulas dem raices
cuadradas continuas dez? 1 e indique las relaciones entre las mismas.

a) f1(z) = p22 1
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r

1
b) fo(2)=z 1 =

c) f3(z) = ipl z?2

Aqui P- designa la raiz cuadrada principal, de nida en el complemen del
eje real negativo. &£

Compruebe que las férmulas
r

@= i+

r
(2)=(z+1)

1
z+1

1+z

de nen, respectivamente, raices cuadradas continuas d2 1en los abiertos
U=Cnfx2R:jxj 1g V=Cnfx2R:jxj 1g

Obtenga su relacion con las obtenidas en el gjerciciot.

solucion.

El dominio de' esCnE dondeE es el conjunto de los nimeros complejos
z tales que el cocientel (z) = (1 z)=(1+ z) esreal 0. El cociente es real
negativo si y solo si los vectoreg 1y z+ 1 tienen la misma direccion,
lo que ocurre si y solo siz 2 fx 2 R : jxj > 1g. AdemasT(1) =0 vy
T( 1) = 1,luegoE = fx 2 R : jXj 1g (también se puede calcular
E =T Y(flig[f x 2 R:x 0g) usando la teoria de transformaciones
de Mobius). Se obtiene asi que el dominio de esU. Con un razonamiento
similar se obtiene que el dominio de esV.

La funcién f 3 considerada en el ejercici@.6 también tiene como dominio
el abierto U. Puesto que' y f3 son raices cuadradas continuas dg? 1
en el abierto conexoU, y ambas toman el mismo valor enz = 0, en virtud
del ejercicio 3.2, se concluye que = f3. Con un razonamiento similar,
considerando el puntoz = 2 del abierto conexoV, se obtiene que = f,.

Nota. Disponemos de dos férmulas distintas para la funcién = f, (resp.
= f3) y segun los propositos convendra elegir la mas apropiadaeXemos
mas adelante, en el ejercicid.22, que, para escribir el desarroBo de Laurent
de enjzj> 1, la mas adecuada es la formula (z) = fo(z)= 1 1=72
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Utilice la teoria de las transformaciones de Mdobius para obher una raiz
cuadrada continua dez> 1, de nida en el complemento de un arco de cir-
cunferencia de extremos+1; 1. ,@

Demuestre que en cada uno de los abiertos
U=Cnfx2R:jxj 1g; V=Cn[ 1,1]

se pueden de nir exactamente dos ramas continuas de la inwer de la trans-
formacién de JoukowskiJ (z) = (z+1=2)=2. Para cada una de ellas obtenga
una formula explicita y la imagen. &

Demuestre quez? 1 tiene logaritmo continuo enU= Cnfx 2 R:jxj 1g,
no tiene logaritmo continuo enV = Cnfx 2 R:jxj 1g, pero posee raiz
cuadrada continua enV. &

Se considera el polinomiq(z) = z2> 2z+2,concerosa=1+i,a=1 |i.
Compruebe que las siguientes férmulas de nen ramas contias de la raiz
cuadrada del polinomiop(z).
r r

a) fi(z)=(z 1) 1+

b f@)=(z 3 ——

1
(z 1) a

p_pP p — p p —
c) fs(z)= 2 1 z=a 1 z=a d) fs(z2)=2z 1 a=z 1 a=z

Determine el dominio de cada una y estudie la relacién entreada dos ramas
en la interseccion de sus dominios. &£

Sea o=fz:Imz>0g,nJ dondeJ = f1+it:0<t 1g. Compruebe
gue con la formulag(z) = i p(z) queda de nida en ¢ una raiz cuadrada
continua del polinomiop(z) = z> 2z+2. Demuestre quey es inyectiva sobre

0, Calcule la imagenG = ¢g( o) y una férmula explicita para la inversa

gl:G! 0. é
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Justique que enU = Cnfx 2 R:1 jXxjgyV = Cn[ 1;,1] exis-

ten raices cuadradas continuasf : U ! C,g:V ! C de la fun-
cion ' (z) = z%3 1 z%) y obtenga férmulas para las determinadas por
f(i) = g(i) = i= 2. Compruebe quef y g coinciden y son inyectivas en

el semiplanoP = fz :Imz > Og, calcule la imagenA = f (P) = g(P) y una
formula para la inversa def jp. £

En los siguientes ejercicios se consideran propiedades Gé#as y ba-
sicas de las funciones elementales que son consecuencigadir de su
de nicién (ceros, inyectividad, célculo de imagenes).

Obtenga los ceros de las funcionessz, senz, chz y shz. 4

Determine los periodos de la funciorcosz. &

Dado0<"< 1seaA- el complementario enC de la unién de los discos
D(n;" ), n2 Z. Demuestre que exist&C+ > 0 tal que

jsenzj C-; jtgzj C- paratodoz?2 A-:

&

Compruebe que la funciong z es inyectiva sobre = fx+iy :jxj < = 49
y obtenga la imagertg() . &£

Compruebe que en= Cnfiy :y 2 R;jy] 1g se pueden de nir ramas
continuas dearctgz. Si f es la rama determinada porf (0) = 0, obtenga
f() yf D(@©;1) .
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solucion.

_senw _ 1€V e W
cosw iéw+ e iw

— 2iw — 1
= T(e“") donde T(z)—|l+z

luegotgw = z si y solo sie?V = S(z), donde

1+iz i z

S@=T D= 7=+,

Entonces, para de nir en una rama continua dearctg z, basta de nir un
logaritmo continuo de S(z) y dividirlo luego por 2i.

Utilizando la teoria de las transformaciones de Mobius, sebtiene que
S() = 1, donde ;1= Cnfx 2 R:x 0Og es el dominio del logaritmo
principal. Por lo tanto, en el abierto  esta de nida la funcién

f(z)= 2—1| Log S(2)

que verica tgf(z) = z paratodoz 2 . Teniendo en cuenta que (0) =0
podemos a rmar que2if (z) es el Unico logaritmo continuo deS(z), de nido
en ,queseanulaerz=0.ComoS()= 1yLog( 1) = fx+iy :jyj< o,
resulta
f()= fx+iy:jxj< =20
Andlogamente, S D(0;1) = fx + iy : x > 0g cuya imagen mediante el
logaritmo principal esfx + iy :jyj < = 2g, luego

f D(;1) =fx+1iy:jxj< = 4qg:

Nota. Obsérvese que, de acuerdo con lo obtenido en el ejercicio 7, la
ramaf es lainversa ddg jp (0; 1). Por otra parte, si E es un arco de circunfe-
rencia de extremod, i, en el ejercicio se muestra que erC nE también
se puede de nir un logaritmo continuo de S(z), y por lo tanto una rama
continua de arctg z. Un resultado mas general se vera en el gjercicio

Utilice la teoria de las transformaciones de Moébius para obher una for-
mula explicita para una rama continua dearctg z de nida en el complemento
de un arco de circunferencia de extremosi, 1. ,@
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Compruebe quecos(C) = C. Estudie la clase de los abiertos sobre los que
la funcidén cosz es inyectiva y obtenga que es inyectiva sobre los abiertos

A=fz:0<Rez< g y B=fz:0<Rez<2; Imz> 0g:

&«

Obtenga las imagenes, mediante la funciéoosz, de los abiertos

A=fz:0<Rez< g B=fz:0<Rez<2; Imz> Qg;
A*=fz2A:Imz>09;, A =fz2A:Imz< Qg
solucion.

Utilizando que cosz = J(€?), con J(z) = (z + 1=2)=2, las imagenes
se pueden obtener usando los resultados obtenidos en el ejeio . La
funcion €% transforma A enP = fz:Imz > 0g, luego

cosA)=J(P)=Cnfx2R:jxj 1g:

Las imagenes deA* y A , mediante €2, sonfz 2 P : jzj < 1gy
fz2 P :jzj > 1g, respectivamente, que se transforman mediantd en

cos@*)=fz:Imz < QOg; cosA )= fz:Imz> Og:

Por otra parte, €Z transforma B en G = D(0;1) n[0; 1), luego

cosB)=J(G)=Cnfx2R:x 1g:

Obtenga formulas explicitas para las inversas d®szja y cosjg donde
A=fz:0<Rez< gy B=fz:0<Rez<2;;Imz> 0g:
Muestre que en los abiertos
U=Cnfx2R:jxj 1g;
Gi1=Cnfx2R:x lg;, G,=Cnfx2R:x 1g

se pueden de nir ramas continuas dearc cosz (véase el ejercicio , donde
se obtuvieron las imagenesos(A);cos@)). &£
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En las soluciones de los ejercicios de este tramo, donde intiene la
nocion de derivada compleja y las condiciones de Cauchy-Riann, se
utilizan pocos recursos tedricos; no requieren los potergaecursos de la
teoria de funciones holomorfas y la derivacion compleja aino desem-
pefa un papel espectacular. Los ultimos ejercicios, sobrepresentacion
conforme, se resuelven componiendo transformaciones déas median-
te funciones elementales.

Si p es un polinomio complejo, demuestre que los ceros de su dada
p° pertenecen a la envoltura convexa de los ceros geSi cada cero se dota
de un peso igual a su multiplicidad, compruebe que los ceros pl tienen el
mismo baricentro que los deg° (teorema de Gauss-Lucas). &

Obtenga todas las funciones holomorfals: C!  C que veri can
[E]:f(z+ w)= f(2)f (w) paracada z;w2 C:
Obtenga una funcion continuaf : C! C que verique [E] y no sea holo-
morfa. &
Se supone qué = u+ iv es una funcion holomorfa en un abierto conexo
y ; 2Rcon 2+ 260.Demuestre que cada una de las siguientes
condiciones implica quef es constante:
a) u + v es constante, B u es constante, ¢ v es constante,
d) f es holomorfa, g jf | es holomorfa, f) jfj es constante.
&

Sif 2 H () no es constante en el abierto conexo, compruebe que

g(z) = f(z) no es holomorfa en pero G(z) = f(z) si es holomorfa en
=fz:z2 g £
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Seaf =u+iv2H () ,202 yf(zg)= +i .SifYz) 60 compruebe
qgue las curvas de nivel(x;y) = , v(x;y) = se cortan ortogonalmente

enzy. £

A una funcién holomorfaf = u+iv 2 H () se le asocia el campo de
vectores

AXy) = A(xy)Ax(xy) = u(xy); v(Xy) :

SiF = U+ iV es una primitiva de f compruebe que las curvas de nivel
U(x;y) = c son ortogonales al campd (e.d. son lineas equipotenciales del
campo) vy las curvas de niveV (x;y) = ¢ son tangentes al campo (e.d. son
lineas de corriente del campo). &£

Seaf 2 H () confqz) 60 paracadaz2 .SiM es compacto
medible Jordan demuestre qué (M) es medible Jordan y
z

areaf (M) =  jfqx + iy)j?>dxdy
M

&L
Se supone qué : ! C es diferenciable, en sentido real, en el abierto
C,yquea2 es un punto donde existe el limite
L@=im & @
z! a Z a

Demuestre que una de las dos funcionds f , es derivable era y deduzca de
ello el siguiente resultado: sed una funcion de claseC!() con diferencial

no nula en el abierto conexo , si existe el limiteL(a) en cadaa2 entonces
una de las dos funcione$, f es holomorfa. £



3oe|ug

0.ql| [© Junbpe elred

Obtenga un isomor smo conforme entre cada uno de los abiedo
1= Z2:jzj< 1, Rez>0 ; 2= Z:jzj<1;Rez>0;lmz>0

y el discoD(0;1). &£

Obtenga isomor smos conformes entre cada uno de los abiesto
1= z2:1jzj< L;j2z 4>1; 2= z:jz 4§j>1jz 2)<2;Imz>0

y el discoD(0;1). &£

En cada caso obtenga un isomor smo de sobreG:
a) = fz:jimzj< =29, G= D(0;1).
by = fz:jimzj< =49, G=fz:jzj< L, Imz>0g £
SeaG=fz:Rez>0,Imz > 0;jz 5 > 3g. Obtenga un isomor smo
- conforme que transformeG en un rectangulo abierto. &
. N R .
Sea = fz:jz 1< 2jz+1j < 2g. Obtenga un isomor smo
conformeg: ! D(0;1)tal queg(x) 2 Rsix2 \ R.
solucion. 0 0
Las circunferenciasCy = fz :jz 1j= 29, C,=fz:jz+1j= 29
se cortan ortogonalmente en los puntos-i, i (pues el triAngulo de vértices

1, i, 1 es rectangulo). Con una transformacion de Md&bius adecuada e
abierto  se puede llevar a uno de los cuadrantes determinados por dos
rectas perpendiculares. Esto se consigue con la transforoién de Mobius
T(z)=(z i)=z+i),yaqueT(i)=0yT( i)=1.LaimagenT(Cy) es
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una recta (porque i 2 C;y T( i)= 1) respecto a la que son simétricos
T(1)= i1yT(l)=1,esdecir,eslarectdR1 = fz=x+1iy .y D XQ;
ademés, comoT (1) = i, la imagen del discoD; = fz:jz 1< 2ges
el semiplanoH; = fz=x+ iy :y < xg. Con un razBrlamiento similar se
obtiene que la imagen del discd, = fz :jz+1j < 29 es el semiplano
H,=fz= x+ iy :y>xg. Entonces, comoT es una biyeccién,

T()= T(D1\ D)= Hi\ Hy= x+iy:x< 0 jyj< X :

Con la transformacionz? el cuadrante T() se convierte en el semiplano

H = fx+ iy : x > 0g que, a su vez, se transforma e (0; 1) mediante
S(z) =(z 1)=z+1) (obsérvese que 1;1 son simétricos respecto al eje
imaginarioy S(1) =0, S( 1) = 1, por lo que la imagen de este eje es una
circunferencia centrada en0O, que pasa porS(0) = 1). Componiendo las
transformaciones consideradas se obtiene que

2iz
z2 1
establece un isonpr_smo ﬁo_nforme de sobreD (0;1) que lleva el segmento
del eje real( 1 2,1+ 2) al segmento del eje imaginaridiy :jyj 1g.

w=S T(2)? =

Entonces, para C%]§eguibtin isomor smo conformg: ! D(0;1) que lleve
“elsegmento( 1 = 2,1+ 2)alsegmento( 1;1)= D(0;1)\ R, basta tomar
2z

Sea = CnE dondeE =fz:jzj=1;Imz 0g. Obtenga un isomor-
smo conforme de sobrefz:jzj> 1g. &£

El per | de Joukowsky es la imagen, mediante la transformaén de Jou-
kowskiJ(z) = %(z+ 1=z), de una circunferencia que pasa por uno de los dos
puntos +1; 1y rodea al otro. Indique un procedimiento para conseguir un
isomor smo conforme entre Cn[ 1;1]y el exterior del per| de Joukowsky.

&«
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En los ejercicios de caracter complementario reunidos entesbloque
se ofrecen algunos resultados, naturales y poco sorprent&s) cuyas
soluciones usan técnicas avanzadas de topologia o geomneetri

Sia2 Cnf0g, determine las ramas continuas de la multifuncion
a‘= €“:c2loga

(funciones continuasf : C! C que verican f (z) 2 a* para cadaz 2 C).

&«

Dado 2 Cdetermine,en = Cnfx 2 R:Xx 1g, las ramas continuas
de la multifuncion

1+2z) = € :c2log(l+2) :

&«

a) Determine todas las funciones continuag : C! C que cumplen
[E]: f(z+ w)=f(2)f(w) para cadaz;w 2 C:

b) Determine todas las funciones continuas : R !f z:jzj =19 que
veri can
"(s+t)="(s) (t) para cadas;t2 R:

&«

Seaf = P=Q una funcion racional. De niendo f (a) =Im , 4f (z) cuan-
doQ(a)=0 oa= 1 se obtiene una funciérf : C; ! C; . Compruebe que
f es derivable entod@2 C; . £
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Se supone que C, es abierto y quef : ! Cip es derivable en
a2 conf{qa) 6 0. Demuestre que la transformacion inducida pof en la
esfera de Riemann conserva angulos orientados = ( a). (Esto signi ca
que dos curvas diferenciables sobre la esfera, que surgenpdeon vectores
tangentesu, v son transformadas en dos curvas, que surgen de= ( f (a)),
cuyas tangentes forman el mismo angulo orientado. En el efgcio se
puede ver la nocién de angulo orientado de un par de vectoreangentes a
la esfera). &£

3.1 Determine todos los periodos de las funciones compleje’ tg z, shz,
chz y th z. Compruebe que

shz+ i)= shz yque ch(z+ i)= chz:

3.2 Siz= x + iy, compruebe las desigualdades
jsenzj j senxj; jcoszj j cosxj; chx | chzj j shxj:

3.3 Estudie la derivabilidad en sentido complejo de la funéin

3 3

oo x2 yr X34y
f(X+IY)-X2+y2+'X2+y2

si (x;y)6(0;0); f(0;0)=0:

3.4 Compruebe que la funciorf (x + iy) = y?, aunque es derivable en todos
los puntos del eje real, no es holomorfa en ningln punto.

3.5 Sea C un abierto conexo, no vacio y simétrico respecto al eje real
yg2H () . Demuestre que \ R6 ; y que siM es una componente
conexa de \ R, son equivalentes

a) 9(z) = g(z) paratodoz 2 ;
b) g(x) 2 R paratodox 2 M.
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Demuestre que cadd 2 H () se puede representar de modo Unico
en la formaf = g+ ih, donde g, h son funciones holomorfas tales que
g(x) 2 R, h(x) 2 R paracadax 2 \ R.

3.6 Si esconexoyf 2 H () verica Im(f)=Re(f)?, demuestre quef
es constante.

3.7 Obtenga la imagen del abierto = fz : jimzj < = 2g mediante la
transformacion
f(2) = e 1
e+1
y compruebe quef establece un isomor smo conforme entre y su

imagen.

3.8 Obtenga un isomor smo conforme entre los abiertos
Z:jzj>1,Imz>0 ; z:Imz>0:
3.9 Obtenga isomor smos conformes entre los abiertos
X+iy :0<x< = 40<y ; z:jzj< 2;jz+1j>1; z:jzj<1:
3.10 Obtenga isomor smos conformes entre los abiertos

X+iy 1 jxj< =4 ; ret:0<r< Ljtj<  ; x+iy:x>0,y>0:
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