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3.1. Preliminares teóricos 56

3.1. Preliminares teóricos

3.1.1. Las funciones elementales

La función exponencial

La función exponencialexp(z) = ez es la de�nida en C mediante la serie

ez =
1X

n=0

zn

n!

que converge absolutamente para todoz 2 C. Usando el producto de con-
volución de series (corolario1.1.4) se establece que para cadaz; w 2 C se
cumple la ecuación funcional

ez+ w = ezew : (3.1)

(Otra forma de obtenerla se puede ver en el ejercicio4.43). En particular,
cuando x; y 2 R y z = x + iy se veri�ca

ez = ex eiy = ex (cosy + i seny)

luego
jez j = ex ; eiy = (cos y + i seny);

lo que justi�ca la expresión módulo argumental de un número complejo:
z = rei� , donde r = jzj y � 2 argz.

La función exponencial es periódica de periodo2�i , exp(C) = C n f 0g, es
inyectiva sobre cada banda abierta de la forma

f x + iy : � < y < � g con 0 < � � � < 2�

y establece una biyección entre la bandaB j y el abierto 
 j (j = 1 ; � 1)

B1 = f x + iy : jyj < � g; 
 1 = C n f x 2 R : x � 0g;

B � 1 = f x + iy : 0 < y < 2� g; 
 � 1 = C n f x 2 R : x � 0g:

La inversa de la primera biyección viene dada por el logaritmo principal

Log : 
 1 �! B1; Logz = log jzj + i Arg z:

En lo sucesivo, para tener garantizada la continuidad, cuando se considere la
función logaritmo principal, Log, siempre se supondrá que su dominio es
 1.
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3.1. Preliminares teóricos 57

Funciones trigonométricas e hiperbólicas

Se de�nen en términos de la función exponencial

senz =
eiz � e� iz

2i
= z �

z3

3!
+

z5

5!
�

z7

7!
+ � � �

cosz =
eiz + e� iz

2
= 1 �

z2

2!
+

z4

4!
�

z6

6!
+ � � �

Las funcionessenz y cosz son periódicas con periodosf 2m� : m 2 Zg y
con los mismos ceros que las correspondientes funciones reales.

Las relaciones trigonométricas usuales

sen2 z + cos2 z = 1;

senz = cos(�= 2 � z);

cosz = cos(� z);

sen(� z) = � senz;

sen(z + w) = sen z cosw + cos z senw;

cos(z + w) = cos z cosw � senz senw;

se pueden obtener a partir de la ecuación funcional (3.1) (en el ejercicio4.43
se muestra una vía alternativa para obtenerlas).

Las funciones hiperbólicas, que también se de�nen en términos de la ex-
ponencial:

shz =
ez � e� z

2
; chz =

ez + e� z

2
están directamente relacionadas con funciones trigonométricas, ya que

ch(iz ) = cos z; sh(iz ) = i senz;

cos(iz ) = ch z; sen(iz ) = i shz:

Estas funciones siguen cumpliendo las relaciones usuales:ch2 z � sh2 z = 1 ,
teoremas de adición, etc.
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3.1. Preliminares teóricos 58

3.1.2. Multifunciones y la determinación de sus ramas

Al considerar argumentos, logaritmos, la exponenciación compleja y, más
en general, inversas de funciones elementales, comoarc senz, arc tg z, apare-
cen funciones multiformes o multifunciones (es decir, funciones cuyos valores
son subconjuntos del plano complejo) para las que se adopta la siguiente
terminología:

De�nición 3.1.1.

SeaT un subconjunto del plano complejo yP (C) el conjunto de las
partes deC. Una multifunción (o función multiforme) con dominio T y
valores enC es una aplicación

G : T �! P (C)

Se dice queg es una rama o determinación continua deG si g : T �! C
es continua yg(t) 2 G(t) para cadat 2 T.

Ejemplos notables de multifunciones sonargz, logz y n
p

z. El argumento
principal y el logaritmo principal son funciones continuassobre el abierto


 1 = C n f x 2 R : x � 0g

luego son ramas de las multifuncionesargz y logz.
Dado un número complejoa 6= 0 , si c 2 loga, la función f c(z) = ecz es

continua y f c(z) 2 az para todo z 2 C, es decir,f c es una rama de la función
multiforme az. Según el ejercicio3.38 toda rama de az es de esta forma.
Con c = Log a se obtiene la rama o determinación principal deaz. Para esta
rama (función valor principal de la exponencial de basea) se suele utilizar el
mismo símboloaz y, así, en lo que sigue se adopta el convenio de notación

az = ea Log z:

El único problema que ocasiona este convenio es que cuando sedesee consi-
derar la función multiforme az habrá que manifestarlo explícitamente.

Cuando a = 1=n, con n 2 N, también reservaremos la notaciónn
p

z para
la rama principal de la raíz n-ésima dez de�nida en 
 1 por

n
p

z = z
1
n = e

1
n Log z:
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3.1. Preliminares teóricos 59

La mayor parte de las multifunciones de interés aparecen cuando
G(t) = f � 1(t) donde f : 
 �! T está de�nida en un abierto 
 � C.
Las ramas continuas de multifunciones de la formalog f (t), arg f (t) reciben
nombres especiales:

De�nición 3.1.2.

Seaf : T �! C n f 0g continua en un subconjuntoT de R o C.
Si g : T �! C es continua yg(t) 2 log f (t) para todo t 2 T, se dice

queg es un logaritmo continuo def en T y también que es una rama de
la función multiforme log f (t).

Si � : T �! R es continua y� (t) 2 arg f (t) para todo t 2 T, se dice
que � es un argumento continuo def en T, y también que es una rama
de la multifunción arg f (t).

De�nición 3.1.3.

Sea f : T �! C una función continua y n 2 N. Si h : T �! C es
una función continua tal queh(t)n = f (t) para todo t 2 T, se dice que
h es una raízn-ésima continua def en T.

El problema natural que concierne a las multifunciones es elde la determi-
nación y gestión de sus ramas y, en particular, el de determinar o caracterizar
los abiertos 
 � C donde existen ramas de una multifunción dada. En los
ejercicios de esta capítulo se exponen las técnicas, basadas en argumentos de
conexión, para determinar y manejar de manera precisa ramasde algunos
tipos de multifunciones. También se consideran algunos casos particulares
sencillos, donde se determinan ramas mediante fórmulas concretas.

Si g es un logaritmo continuo def entonces� = Im f es un argumento
continuo de f y, recíprocamente, si� es un argumento continuo def enton-
ces g = log jf j + i� es un logaritmo continuo def . En el ejercicio 7.11 se
demostrará que una condición necesaria y su�ciente para queen un abierto

 � C exista un logaritmo continuo de la identidad z es que los dos puntos
1 y 0 estén en la misma componente conexa deC1 n 
 .

Si T es conexo yL 1; L 2 : T �! C (resp. A1; A2 : T �! R) son logaritmos
(resp. argumentos) continuos def , según el ejercicio3.1, existem 2 Z tal que

L 1(t) = L 2(t) + 2 �mi ; (resp. A1(t) = A2(t) + 2 �m ) para todo t 2 T:
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En las condiciones anteriores, si enf (T) hay de�nido un logaritmo continuo
L de la identidad z, entoncesg(t) = L(f (t)) es un logaritmo continuo def en
T, pero en general no es cierto que todo logaritmo continuo def en T admita
una descomposición de este tipo (la funciónit es un logaritmo continuo de
f (t) = eit , de�nido en T = [0 ; 2� ], pero, según el ejercicio3.4, en f (T) no se
puede de�nir un logaritmo continuo de z). En el ejercicio3.5se puede ver que,
en las condiciones habituales, existe una descomposición local de este tipo.

Si 0 62f (T) y en T se puede de�nir un logaritmo continuog de f entonces
para cadan 2 N existe enT una raízn-ésima continua dada porh(t) = e

1
n g(t) .

Con los ejercicios3.4 y 3.10 se pone de mani�esto que, aunque no exista un
logaritmo continuo de f en T, puede ocurrir que para ciertos valores den 2 N
existan raícesn-ésimas continuas def en T.

En el ejercicio3.2 se establece que siT0 = f t 2 T : f (t) 6= 0g es conexo no
vacío yf posee enT una raízn-ésima continuag, entonces posee exactamente
n raícesn-ésimas continuas, que vienen dadas por

gk (t) = ! kg(t) donde ! k = e2�ik=n ; k = 0 ; 1; 2; : : : ; n � 1:

En este caso, para determinar una rama continuag de n
p

f basta elegir un
punto a 2 T con f (a) 6= 0 , indicando cuál de losn valores n

p
f (a) es el que

toma g en a. Cada b 2 n
p

a determina la rama gk que cumplegk (a) = b.
Se verá más adelante que la hipótesis sobre la conexión del conjunto T0

que interviene en el resultado anterior se cumple cuandoT � C es abierto
conexo yf una función holomorfa no constante (véase el ejercicio2.39).

En la proposición 5.1.5 y en el ejercicio7.36 se verán criterios útiles, en
términos de integrales curvilíneas, para discutir la existencia de ramas de
logaritmos y de raícesn-ésimas de funciones complejas. Sin embargo, para
el caso de las funciones polinómicas sencillas merece la pena ejercitarse en la
búsqueda de fórmulas y de los dominios donde estas fórmulas de�nen ramas
concretas de logaritmos y raíces del la función considerada.

3.1.3. Funciones holomorfas

Una función f : 
 �! C, de�nida en un abierto 
 � C, se dice que es
derivable (en sentido complejo) ena 2 
 cuando existe el límite

l��m
z! a

f (z) � f (a)
z � a

= f 0(a):
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En este caso se dice quef 0(a) es la derivada def en a. Para la derivación
compleja se veri�can los resultados usuales del cálculo diferencial: la deri-
vabilidad en un punto implica la continuidad en el punto; valen las reglas
usuales para el cálculo de derivadas de sumas y productos, así como la regla
de la cadena para la derivada de la composición de funciones derivables,f � g,
dondeg es de variable real o compleja. Si
 es conexo yf 0(z) = 0 para cada
z 2 
 entoncesf es constante.

Si f : 
 �! C es derivable en todoz 2 
 se dice quef es holomorfa
en 
 . El conjunto de las funciones holomorfas en
 se denotaH (
) . A las
funciones de�nidas y holomorfas en todo el plano complejoC se les llama
funciones enteras.

Cada polinomio complejop(z) = a0 + a1z + a2z2 + � � � + anzn es una
función entera y vale la fórmula usual para la derivada,

p0(z) = a1 + 2a2z + � � � + nanzn� 1:

La función exponencialez, las funciones trigonométricassenz, cosz y las
funciones hiperbólicas de variable compleja son enteras y para todas ellas
siguen valiendo las mismas reglas de derivación que en el caso real.

Proposición 3.1.4.
Sean
 ; V � C abiertos, ' 2 H (V ) y g : 
 �! V una función continua

tal que '
�
g(z)

�
= z para todo z 2 
 . Si ' 0 no se anula sobreg(
) entonces

g es holomorfa yg0 = 1=(' 0 � g).

En particular, el logaritmo principal Log z es holomorfo en su dominio,
con derivada 1=z. Más aún, si f 2 H (
) con 0 62f (
) y g es un logarit-
mo continuo (resp. una raízm-ésima continua) def entoncesg es holomorfo
con derivada g0 = f 0=f (resp. mg0f = gf 0). Cuando f se anula en algún
punto de 
 , si g es una raízm-ésima continua def en 
 , también se cum-
ple que g es holomorfa en
 . En este caso, sia es un cero aislado def , la
igualdad mg0f = gf 0 no proporciona el valorg0(a), y se puede usar (véase el
ejercicio 5.24) la fórmula

g0(a) = l��m
z! a

f 0(z)g(z)
mf (z)
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Proposición 3.1.5.
Una condición necesaria y su�ciente para quef 2 H (
) posea logaritmo

holomorfo en 
 es que0 62f (
) y que la funciónf 0=f tenga primitiva en 
 .
En este caso, si
 es conexo yg es una primitiva de f 0=f , existe c 2 C tal
que g � c es un logaritmo holomorfo def en 
 .

Es fácil ver que en una corona circular
 = f z : r < jzj < R g no existe
un logaritmo continuo de z (véase el ejercicio3.4) luego, en virtud de los
resultados anteriores,1=z no tiene primitiva en 
 .

Condiciones de Cauchy-Riemann

Cuando f : 
 �! C viene dada mediante sus componentes

u(x; y) = Re f (x + iy ); v(x; y) = Im f (x + iy );

el siguiente teorema sirve para reconocer, entre las aplicaciones diferenciables
f : 
 �! R2, las que son holomorfas.

Teorema 3.1.6.

Sea f : 
 �! C de�nida en el abierto 
 � C. Dado un punto
z0 = x0 + iy0 2 
 , son equivalentes:

a) f es derivable enz0.

b) f es diferenciable enz0 y sus componentesu = Re f , v = Im f ,
cumplen enz0 = x0 + iy0 las condiciones de Cauchy-Riemann:

D1u(x0; y0) = D2v(x0; y0); D2u(x0; y0) = � D1v(x0; y0):

En este caso:f 0(z0) = D1u(x0; y0) + iD 1v(x0; y0).

El conjunto de las aplicaciones linealesL : R2 �! R2, denotado L (R2)
en lo que sigue, se puede considerar como espacio vectorial de dimensión dos
sobre el cuerpoC, mediante la ley externaC � L (R2) �! L (R2), dada por
(�L )(h) = � � L (h). Una base de este espacio vectorial es la formada por las
proyecciones

dx : z ! x = Re z; dy : z ! y = Im z:
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Respecto a esta base una aplicación linealL 2 L (R2) de matriz
� � 


� �
�

se
expresa en la formaL = pdx + qdy, donde p = � + i� , q = 
 + i� . Otra base
de este espacio vectorial complejo la forman las aplicaciones lineales

dz : z ! z; dz : z ! z:

En términos de esta base,L = rdz + sdz donder = ( p� iq)=2, s = ( p+ iq)=2,
y la condición de queL seaC-lineal equivale a ques = 0 .

En términos de estas bases la diferencialdf (z0) se expresa así:

df (z0) = D1f (z0)dx + D2f (z0)dy = @f(z0)dz + @f(z0)dz

donde

@f(z0) =
D1f (z0) � iD 2f (z0)

2
=

1
2

�
D1u(z0)+ D2v(z0)+ iD 1v(z0)� iD 2u(z0)

�

@f(z0) =
D1f (z0) + iD 2f (z0)

2
=

1
2

�
D1u(z0)� D2v(z0)+ iD 1v(z0)+ iD 2u(z0)

�

Según el teorema3.1.6, f es derivable enz0 si y sólo si@f(z0) = 0 , y en este
casof 0(z0) = @f(z0). También se suele emplear la notación

@f
@z

(z0) = @f(z0);
@f
@z

(z0) = @f(z0);

con la que las condiciones de Cauchy-Riemann enz0 se resumen así:

@f
@z

(z0) = 0

y la condición para que una función diferenciablef : 
 �! C sea holomorfa
se expresa en la forma(@f=@z) � 0, que se suele interpretar diciendo que

f � (z;z) = u
�

z + z
2

;
z � z

2i

�
+ iv

�
z + z

2
;
z � z

2i

�

no depende dez. Las funciones diferenciables en
 que cumplen(@f=@z) � 0
sólo dependen dez y se les llamaantiholomorfas (véase el ejercicio3.26).
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3.1.4. Transformaciones conformes

Dado un par ordenado de vectores no nulos(w1; w2) del espacio euclídeo
R2 (que se supone identi�cado conC) se llama ángulo orientado del par
(w1; w2) al número real Arg(w2=w1) 2 (� �; � ].

De�nición 3.1.7.

Se dice quef : 
 �! C, de�nida en un abierto 
 � C, conserva
ángulos orientados ena 2 
 cuando para cadaw, con jwj = 1 , existe
� w > 0 tal que D(a; � w ) � 
 , f (a + tw) � f (a) 6= 0 si 0 < t < � w y el
límite

l��m
t ! 0+

f (a + tw) � f (a)
wjf (a + tw) � f (a)j

= c

existe y no depende dew.

La interpretación geométrica de esta de�nición es sencilla. El vector unitario
cw señala la dirección límite de las direcciones de las cuerdasf (a+ tw) � f (a),
de modo quecw es un vector unitario tangente a la curvat ! f (a + tw) en
el punto f (a) (este vector tangente unitario puede existir cuandof 0(a) = 0 ,
por lo que esta noción de vector tangente es más general que lausual).

Dadas dos semirrectas que surgen dea, de ecuaciones paramétricas

z1(t) = a + tw1; z2(t) = a + tw2; t � 0

con jw1j = jw2j = 1 , sus imágenes mediantef son dos curvas que surgen de
f (a) con la propiedad de que sus vectores unitarios tangentes forman un par
ordenado(cw1; cw2), cuyo ángulo orientado coincide con el del par(w1; w2).

b

z1(t)

z2(t)

w1

w2

a

x

y

b


 2(t)

 1(t)

cw1

cw2

f (a)

u

v
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Una aplicación lineal L : R2 �! R2 conserva ángulos orientados en0 si
y sólo si los conserva en todos los puntos y esto ocurre si y sólo si esC-lineal
no nula (véase el ejercicio2.9).

Si f es derivable ena y f 0(a) 6= 0 es fácil comprobar quef conserva
ángulos orientados ena. Recíprocamente, se tiene

Teorema 3.1.8.

Si f : 
 �! C es diferenciable ena 2 
 con df (a) 6= 0 y conserva
ángulos orientados ena entoncesf es derivable ena y f 0(a) 6= 0 .

Así pues, una funciónf 2 H (
) conserva ángulos orientados ena 2 
 si
y sólo si f 0(a) 6= 0 . Cuando f es holomorfa el comportamiento del camino
w(t) = f (z(t)) cuando el caminoz(t) pasa por un punto (o cerca de un
punto) a con f 0(a) = 0 , permite localizar los puntos con derivada nula (véase
el ejercicio4.52).

Las funciones holomorfas con derivada no nula en todos los puntos de su
dominio conservan ángulos orientados en todo punto y por ello reciben un
nombre especial:

De�nición 3.1.9.

Una función f : 
 �! C se dice que es conforme en el abierto
 � C
si es derivable en cadaz 2 
 con f 0(z) 6= 0 .

Un isomor�smo conforme del abierto
 1 � C sobre el abierto
 2 � C
es una aplicación biyectivaf : 
 1 �! 
 2 tal quef y f � 1 son conformes.

Obsérvese que, en virtud del teorema3.1.8, toda función biyectiva y dife-
renciable con inversa diferenciablef : 
 1 �! 
 2 que sea conforme debe ser
holomorfa.

Si 
 1; 
 2 � C son abiertos, �(
 1; 
 2) designará el conjunto de los iso-
mor�smos conformes de
 1 sobre 
 2. Cuando �(
 1; 
 2) 6= ; se dice que
los abiertos
 1; 
 2 sonconformemente equivalentes. Por de�nición, �(
 1) =
�(
 1; 
 1).

El problema central de la representación conforme es el de determinar
cuándo dos abiertos dados
 1, 
 2 son conformemente equivalentes y en su
caso describir el conjunto�(
 1; 
 2). Cuando se conoce uno de los dos gru-
pos de transformaciones�(
 1), �(
 2) basta conocer un elemento particular
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f 2 �(
 1; 
 2) para describir el conjunto

�(
 1; 
 2) =
�

f � ' : ' 2 �(
 1)
	

=
�

' � f : ' 2 �(
 2)
	

:

Según la proposición3.1.4, una biyecciónf : 
 1 �! 
 2 es un isomor�smo
conforme cuando es holomorfa con inversa continua. De esta a�rmación se
puede eliminar el requerimiento de que la inversa sea continua porque los
recursos más avanzados de la teoría (corolario6.1.3) permiten a�rmar que
si f 2 H (
) es inyectiva entoncesf 0(z) 6= 0 para todo z 2 
 , la imagen
V = f (
) es abierta y la inversaf � 1 : V �! 
 es holomorfa. Es decir, toda
función holomorfa e inyectiva es un isomor�smo conforme entre su dominio
y su imagen, que necesariamente es abierta. En la práctica, como sucede en
los ejercicios de este capítulo, se puede prescindir de esteresultado ya que,
en las transformaciones concretas que se consideran suele ser fácil comprobar
que su imagen es abierta y que la inversa es derivable.

La transformación z ! z2

La derivada dez2 sólo se anula enz = 0 donde se aprecia claramente que
no se conservan ángulos orientados. En este caso se duplican. Este fenómeno,
que se analiza con detalle en el ejercicio4.52, lo presenta enz = a cualquier
función holomorfa conf 0(a) = 0 y f 00(a) 6= 0 .

Para cada w 6= 0 la ecuaciónz2 = w tiene exactamente dos soluciones,
una opuesta de la otra. Por lo tantoz2 es inyectiva y conforme sobre cada
abierto 
 � C n f 0g que veri�que z 2 
 ) � z 62
 . Los abiertos

A = f x + iy : x > 0; y > 0g; P = f x + iy : y > 0g; H = f x + iy : x > 0g

tienen esta propiedad, luegoz2 establece isomor�smos conformes entre ca-
da uno de ellos y su imagen. Las imágenes de estos abiertos se obtienen
fácilmente usando coordenadas polaresz = rei� , y son, respectivamente,

P; C n f x 2 R; x � 0g; C n f x 2 R : x � 0g:

Conviene observar que la inversa def jH es la raíz cuadrada principal
p

z, pero
la inversa def jP esi

p
� z. El siguiente cuadro resume algunos isomor�smos

conformes que se establecen mediante la funciónz2 (véanse los ejercicios2.22
y 2.23). En cada caso la inversa es la restricción, al abierto
 2, de la raíz
cuadrada principal

p
z.
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 1
z2

�! 
 2

f x + iy : x > 0; y > 0g f u + iv : v > 0g

f x + iy : x > 0g C n f u 2 R : u � 0g

f x + iy : x > t g f u + iv : v2 > 4t2(t2 � u)g

f x + iy : x2 � y2 > t g f u + iv : u > t g

La transformación z ! ez

La derivada de la función exponencial no se anula nunca, luego la trans-
formación z ! ez es conforme e inyectiva sobre cualquier abierto
 que no
contenga parejas de puntosz1; z2 veri�cando z1 � z2 2 2�i Z.

Usando coordenadas polares paraw = ex+ iy = ex (cosy + i seny) se
observa que la función exponencial establece isomor�smos conformes entre
las siguientes parejas de abiertos
 1, 
 2 (donde t � s < 2� ):


 1
exp
�! 
 2

f x + iy : s < y < t g f rei� : r > 0; s < � < t g

f x + iy : x < 0; s < y < t g f rei� : 0 < r < 1; s < � < t g

En particular, cuando t � s = � , la función exponencial proporciona un iso-
mor�smo conforme entre una banda y un semiplano y entre una semibanda y
un disco. Parat � s = �= 2 se consigue un isomor�smo conforme de una banda
sobre un cuadrante y de una semibanda sobre un cuadrante de undisco.

Transformaciones conformes en C1

Una función f : 
 �! C de�nida en un abierto 
 � C1 se dice que es
derivable en1 2 
 cuando la funciónF (z) = f (1=z), de�nida en un entorno
de 0, es derivable enz = 0 (se usa el convenio usual1=0 = 1 , 1=1 = 0). En
ese caso se de�nef 0(1 ) = F 0(0).

La noción de derivada en el punto1 permite introducir la noción de
función f : 
 �! C holomorfa en un abierto 
 � C1 : si f : 
 �! C es
derivable en todos los puntos de
 � C1 se dice quef es holomorfa en
 y
se escribef 2 H (
) .
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Con una una idea parecida se extiende la noción de derivada alcaso de
funciones con valores enC1 .

De�nición 3.1.10.

Seaf : 
 �! C1 , de�nida en un abierto 
 � C1 , y a 2 
 .
Si f (a) 6= 1 , se dice quef es derivable ena 2 
 cuando existe

r > 0 tal que f
�
D (a; r )

�
� C y f jD (a;r ) es derivable ena.

Si f (a) = 1 , se dice quef es derivable ena cuando exister > 0 tal
que(1=f )

�
D (a; r )

�
� C y (1=f )jD (a;r ) es derivable ena. En este caso se

adopta el valorf 0(a) = (1 =f )0(a).

Obsérvese que en la de�nición anterior está considerada la posibilidad de que
seaa = 1 2 
 . En este caso la de�nición remite a la de�nición de derivada
en 1 dada anteriormente. En particular, cuandof (1 ) = 1 , la derivabilidad
de f en1 signi�ca que h(z) = 1 =f (1=z) es derivable en0, con f 0(1 ) = h0(0).

Si f es derivable ena 2 
 entonces es continua ena, pero en el caso
a = 1 la derivada f 0 puede ser discontinua en1 (obsérvese que cuando
f (z) = 1 =z, se tiene f 0(1 ) 6= l��m z!1 f 0(z)). A pesar de este hecho, la
de�nición de derivada f 0(a) cuando a = 1 o f (a) = 1 tiene interés porque
con ella, en todos los casos, la condiciónf 0(a) 6= 0 tiene una interpretación
geométrica interesante sobre la esfera de Riemann (véase elejercicio 3.42).

Ahora, las nociones de transformación conforme e isomor�smo conforme,
formuladas en la de�nición 3.1.9, se pueden extender al caso de abiertos

 1, 
 2 en C1 . Es fácil comprobar que las transformaciones de Möbius son
automor�smos conformes deC1 por lo que las transformaciones inducidas en
la esfera de Riemann tienen la propiedad de conservar ángulos orientados
en todos los puntos.

3.2. Ejercicios resueltos

3.2.1. Sobre la determinación de ramas

Los requisitos teóricos para abordar los primeros ejercicios de este
bloque son los básicos referentes a conexión y continuidad en el ámbito
del plano complejo con la distancia usual. En ellos se establecen los re-
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sultados básicos que se suelen usar para determinar ramas continuas de
algunas funciones multiformes (raíces y logaritmos de funciones). Estos
resultados se usan sistemáticamente en los siguientes ejercicios referentes
a la determinación de ramas de logaritmos y raíces de algunospolino-
mios. A su vez estos ejercicios intervienen más adelante a lahora de
de�nir ramas concretas de la inversa de la transformación deJoukowski
y de la multifunción arc cosz (véanse los ejercicios3.9, 3.21, 2.27, 2.28
y 2.29).

Ejercicio 3.1.
Sea f : X �! C n f 0g una función continua de�nida en un conjunto

conexoX � C.

a) Si L 1; L 2 : X �! C son logaritmos continuos def en X (funciones
continuas que veri�can eL 1 (x) = eL 2 (x) = f (x) para todo x 2 X ) de-
muestre que existem 2 Z tal que L 1(x) = L 2(x) + 2 �mi para todo
x 2 X .

b) Si A1; A2 : X �! R son argumentos continuos def en X (funcio-
nes continuas que veri�can eiA 1 (x) = eiA 2 (x) = f (x)=jf (x)j para todo
x 2 X ) demuestre que existem 2 Z tal que A1(x) = A2(x) + 2 �m para
todo x 2 X .

Ejercicio 3.2.
Seaf : X �! C una función continua de�nida en X � C y g : X �! C

una raíz n-ésima continua de f en X (una función continua que veri�ca
f (x) = g(x)n para todo x 2 X ). Si X 0 = f x 2 X : f (x) 6= 0g es conexo no
vacío demuestre quef tiene en X exactamenten raíces n-ésimas continuas,
dadas por

gk (x) = ! kg(x) donde ! k = e2�ik=n ; k = 0 ; 1; 2; : : : ; n � 1:

Muestre con un ejemplo que el resultado es falso cuandoX 0 no es conexo.
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Ejercicio 3.3.
Dado b 2 C n f 0g, obtenga fórmulas con las que queden de�nidos un

logaritmo continuo y un argumento continuo dez en el abierto


 b = C n f tb : t 2 R; t � 0g:

Ejercicio 3.4.
Si f z : jzj = r g � V � C y 1 < m 2 N, demuestre que una condición

necesaria y su�ciente para que exista enV una raíz m-ésima continua dezn ,
(n 2 N), es quen sea un múltiplo dem. Obtenga como consecuencia que,
para cualquier n 2 N, no existe un logaritmo continuo dezn en V .

Ejercicio 3.5.
Sea f : X �! C n f 0g una función continua que posee un logaritmo

continuo g (resp. una raíz m-ésima continua h) en X � C.

a) Muestre que, en general, no se puede asegurar la existencia de un loga-
ritmo continuo de z, de�nido en f (X ), tal que

g(x) = L
�
f (x)

�
(resp. h(x) = e

1
m L (f (x)) ) para todo x 2 X:

b) Si X es localmente conexo (cada punto posee una base de entornos
conexos) demuestre que cadaa 2 X posee un entornoVa tal que en
f (Va) hay de�nido un logaritmo continuo L de z veri�cando

g(x) = L
�
f (x)

�
(resp. h(x) = e

1
m L (f (x)) ) para todo x 2 Va:

Ejercicio 3.6.
Obtenga los abiertos en los que las siguientes fórmulas de�nen raíces

cuadradas continuas dez2 � 1 e indique las relaciones entre las mismas.

a) f 1(z) =
p

z2 � 1
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b) f 2(z) = z

r

1 �
1
z2

c) f 3(z) = i
p

1 � z2

Aquí
p

designa la raíz cuadrada principal, de�nida en el complemento del
eje real negativo.

Ejercicio 3.7.
Compruebe que las fórmulas

' (z) = � i (z + 1)

r
1 � z
1 + z

 (z) = ( z + 1)

r
z � 1
z + 1

de�nen, respectivamente, raíces cuadradas continuas dez2 � 1 en los abiertos

U = C n f x 2 R : jxj � 1g V = C n f x 2 R : jxj � 1g:

Obtenga su relación con las obtenidas en el ejercicio3.6.

solución.

El dominio de ' esCnE dondeE es el conjunto de los números complejos
z tales que el cocienteT(z) = (1 � z)=(1 + z) es real� 0. El cociente es real
negativo si y sólo si los vectoresz � 1 y z + 1 tienen la misma dirección,
lo que ocurre si y sólo siz 2 f x 2 R : jxj > 1g. Además T(1) = 0 y
T(� 1) = 1 , luego E = f x 2 R : jxj � 1g (también se puede calcular
E = T � 1(f1g [ f x 2 R : x � 0g) usando la teoría de transformaciones
de Möbius). Se obtiene así que el dominio de' esU. Con un razonamiento
similar se obtiene que el dominio de esV .

La función f 3 considerada en el ejercicio3.6 también tiene como dominio
el abierto U. Puesto que' y f 3 son raíces cuadradas continuas dez2 � 1
en el abierto conexoU, y ambas toman el mismo valor enz = 0 , en virtud
del ejercicio 3.2, se concluye que' = f 3. Con un razonamiento similar,
considerando el puntoz = 2 del abierto conexoV , se obtiene que = f 2.

Nota. Disponemos de dos fórmulas distintas para la función = f 2 (resp.
' = f 3) y según los propósitos convendrá elegir la más apropiada. Veremos
más adelante, en el ejercicio4.22, que, para escribir el desarrollo de Laurent
de  en jzj > 1, la más adecuada es la fórmula (z) = f 2(z) =

p
1 � 1=z2.
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Ejercicio 3.8.
Utilice la teoría de las transformaciones de Möbius para obtener una raíz

cuadrada continua dez2 � 1, de�nida en el complemento de un arco de cir-
cunferencia de extremos+1 ; � 1.

Ejercicio 3.9.
Demuestre que en cada uno de los abiertos

U = C n f x 2 R : jxj � 1g; V = C n [� 1; 1]

se pueden de�nir exactamente dos ramas continuas de la inversa de la trans-
formación de JoukowskiJ (z) = ( z + 1=z)=2. Para cada una de ellas obtenga
una fórmula explícita y la imagen.

Ejercicio 3.10.
Demuestre quez2� 1 tiene logaritmo continuo enU = Cnf x 2 R: jxj � 1g,

no tiene logaritmo continuo en V = C n f x 2 R : jxj � 1g, pero posee raíz
cuadrada continua enV .

Ejercicio 3.11.
Se considera el polinomiop(z) = z2 � 2z+2 , con cerosa = 1+ i , a = 1 � i .
Compruebe que las siguientes fórmulas de�nen ramas continuas de la raíz

cuadrada del polinomiop(z).

a) f 1(z) = ( z � 1)
r

1 +
1

(z � 1)2 b) f 2(z) = ( z � a)
r

z � a
z � a

c) f 3(z) =
p

2
p

1 � z=a
p

1 � z=a d) f 4(z) = z
p

1 � a=z
p

1 � a=z

Determine el dominio de cada una y estudie la relación entre cada dos ramas
en la intersección de sus dominios.

Ejercicio 3.12.
Sea 
 0 = f z : Im z > 0g nJ dondeJ = f 1 + it : 0 < t � 1g. Compruebe

que con la fórmulag(z) = i
p

� p(z) queda de�nida en
 0 una raíz cuadrada
continua del polinomiop(z) = z2 � 2z+2 . Demuestre queg es inyectiva sobre

 0, Calcule la imagenG = g(
 0) y una fórmula explícita para la inversa
g� 1 : G �! 
 0.
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Ejercicio 3.13.
Justi�que que en U = C n f x 2 R : 1 � j xjg y V = C n [� 1; 1] exis-

ten raíces cuadradas continuasf : U �! C, g : V �! C de la fun-
ción ' (z) = z2=(1 � z2) y obtenga fórmulas para las determinadas por
f (i ) = g(i ) = i=

p
2. Compruebe quef y g coinciden y son inyectivas en

el semiplanoP = f z : Im z > 0g, calcule la imagenA = f (P) = g(P) y una
fórmula para la inversa def jP .

3.2.2. Propiedades de las funciones elementales

En los siguientes ejercicios se consideran propiedades sencillas y bá-
sicas de las funciones elementales que son consecuencia directa de su
de�nición (ceros, inyectividad, cálculo de imágenes).

Ejercicio 3.14.
Obtenga los ceros de las funcionescosz, senz, chz y shz.

Ejercicio 3.15.
Determine los periodos de la funcióncosz.

Ejercicio 3.16.
Dado 0 < " < 1 seaA " el complementario enC de la unión de los discos

D(n�; " ), n 2 Z. Demuestre que existeC" > 0 tal que

jsenzj � C" ; jtg zj � C" para todo z 2 A " :

Ejercicio 3.17.
Compruebe que la funcióntg z es inyectiva sobre
 = f x + iy : jxj < �= 4g

y obtenga la imagentg(
) .

Ejercicio 3.18.
Compruebe que en
 = C n f iy : y 2 R; jyj � 1g se pueden de�nir ramas

continuas de arc tg z. Si f es la rama determinada porf (0) = 0 , obtenga
f (
) y f

�
D (0; 1)

�
.
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solución.

tg w =
senw
cosw

=
1
i

eiw � e� iw

eiw + e� iw = T(e2iw ) donde T(z) = i
1 � z
1 + z

luego tg w = z si y sólo sie2iw = S(z), donde

S(z) = T � 1(z) =
1 + iz
1 � iz

=
i � z
i + z

Entonces, para de�nir en 
 una rama continua dearc tg z, basta de�nir un
logaritmo continuo de S(z) y dividirlo luego por 2i .

Utilizando la teoría de las transformaciones de Möbius, se obtiene que
S(
) = 
 1, donde 
 1 = C n f x 2 R : x � 0g es el dominio del logaritmo
principal. Por lo tanto, en el abierto 
 está de�nida la función

f (z) =
1
2i

Log S(z)

que veri�ca tg f (z) = z para todo z 2 
 . Teniendo en cuenta quef (0) = 0
podemos a�rmar que2if (z) es el único logaritmo continuo deS(z), de�nido
en 
 , que se anula enz = 0 . ComoS(
) = 
 1 y Log(
 1) = f x+ iy : jyj < � g,
resulta

f (
) = f x + iy : jxj < �= 2g:

Análogamente, S
�
D (0; 1)

�
= f x + iy : x > 0g cuya imagen mediante el

logaritmo principal es f x + iy : jyj < �= 2g, luego

f
�
D (0; 1)

�
= f x + iy : jxj < �= 4g:

Nota. Obsérvese que, de acuerdo con lo obtenido en el ejercicio3.17, la
rama f es la inversa detg jD (0; 1). Por otra parte, si E es un arco de circunfe-
rencia de extremosi , � i , en el ejercicio3.19se muestra que enCnE también
se puede de�nir un logaritmo continuo de S(z), y por lo tanto una rama
continua de arc tg z. Un resultado más general se verá en el ejercicio7.15.

Ejercicio 3.19.
Utilice la teoría de las transformaciones de Möbius para obtener una fór-

mula explícita para una rama continua dearc tg z de�nida en el complemento
de un arco de circunferencia de extremos+ i , � i .



E
nlaceA

Q
U

Í
para

adquirir
ellibro

m
ue

st
ra

gr
at

ui
ta

3.2. Ejercicios resueltos 75

Ejercicio 3.20.
Compruebe quecos(C) = C. Estudie la clase de los abiertos sobre los que

la función cosz es inyectiva y obtenga que es inyectiva sobre los abiertos

A = f z : 0 < Rez < � g y B = f z : 0 < Rez < 2�; Im z > 0g:

Ejercicio 3.21.
Obtenga las imágenes, mediante la funcióncosz, de los abiertos

A = f z : 0 < Rez < � g; B = f z : 0 < Rez < 2�; Im z > 0g;

A+ = f z 2 A : Im z > 0g; A � = f z 2 A : Im z < 0g:

solución.
Utilizando que cosz = J (eiz ), con J (z) = ( z + 1=z)=2, las imágenes

se pueden obtener usando los resultados obtenidos en el ejercicio 2.27. La
función eiz transforma A en P = f z : Im z > 0g, luego

cos(A) = J (P) = C n f x 2 R : jxj � 1g:

Las imágenes deA+ y A � , mediante eiz , son f z 2 P : jzj < 1g y
f z 2 P : jzj > 1g, respectivamente, que se transforman medianteJ en

cos(A+ ) = f z : Im z < 0g; cos(A � ) = f z : Im z > 0g:

Por otra parte, eiz transforma B en G = D(0; 1) n [0; 1), luego

cos(B ) = J (G) = C n f x 2 R : x � � 1g:

Ejercicio 3.22.
Obtenga fórmulas explícitas para las inversas decoszjA y cosjB donde

A = f z : 0 < Rez < � g y B = f z : 0 < Rez < 2�; ; Im z > 0g:

Muestre que en los abiertos

U = C n f x 2 R : jxj � 1g;

G1 = C n f x 2 R : x � � 1g; G2 = C n f x 2 R : x � 1g

se pueden de�nir ramas continuas dearc cosz (véase el ejercicio3.21, donde
se obtuvieron las imágenescos(A); cos(B )).
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3.2.3. Funciones holomorfas y transformaciones conformes

En las soluciones de los ejercicios de este tramo, donde interviene la
noción de derivada compleja y las condiciones de Cauchy-Riemann, se
utilizan pocos recursos teóricos; no requieren los potentes recursos de la
teoría de funciones holomorfas y la derivación compleja aúnno desem-
peña un papel espectacular. Los últimos ejercicios, sobre representación
conforme, se resuelven componiendo transformaciones de�nidas median-
te funciones elementales.

Ejercicio 3.23.
Si p es un polinomio complejo, demuestre que los ceros de su derivada

p0 pertenecen a la envoltura convexa de los ceros dep. Si cada cero se dota
de un peso igual a su multiplicidad, compruebe que los ceros de p tienen el
mismo baricentro que los dep0 (teorema de Gauss-Lucas).

Ejercicio 3.24.
Obtenga todas las funciones holomorfasf : C �! C que veri�can

[E] : f (z + w) = f (z)f (w) para cada z; w 2 C:

Obtenga una función continuaf : C �! C que veri�que [E] y no sea holo-
morfa.

Ejercicio 3.25.
Se supone quef = u + iv es una función holomorfa en un abierto conexo


 y �; � 2 R con � 2 + � 2 6= 0 . Demuestre que cada una de las siguientes
condiciones implica quef es constante:

a) �u + �v es constante, b) u es constante, c) v es constante,

d) f es holomorfa, e) jf j es holomorfa, f) jf j es constante.

Ejercicio 3.26.
Si f 2 H (
) no es constante en el abierto conexo
 , compruebe que

g(z) = f (z) no es holomorfa en
 pero G(z) = f (z) sí es holomorfa en

 � = f z : z 2 
 g.
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Ejercicio 3.27.
Seaf = u+ iv 2 H (
) , z0 2 
 y f (z0) = � + i� . Si f 0(z0) 6= 0 compruebe

que las curvas de nivelu(x; y) = � , v(x; y) = � se cortan ortogonalmente
en z0.

Ejercicio 3.28.
A una función holomorfa f = u + iv 2 H (
) se le asocia el campo de

vectores

A(x; y) =
�
A1(x; y); A2(x; y)

�
=

�
u(x; y); � v(x; y)

�
:

Si F = U + iV es una primitiva de f compruebe que las curvas de nivel
U(x; y) = c son ortogonales al campoA (e.d. son líneas equipotenciales del
campo) y las curvas de nivelV (x; y) = c son tangentes al campo (e.d. son
líneas de corriente del campo).

Ejercicio 3.29.
Sea f 2 H (
) con f 0(z) 6= 0 para cada z 2 
 . Si M � 
 es compacto

medible Jordan demuestre quef (M ) es medible Jordan y

área
�
f (M )

�
=

Z

M
jf 0(x + iy )j2 dx dy

Ejercicio 3.30.
Se supone quef : 
 �! C es diferenciable, en sentido real, en el abierto


 � C, y que a 2 
 es un punto donde existe el límite

L (a) = l��m
z! a

�
�
�
�
f (z) � f (a)

z � a

�
�
�
�

Demuestre que una de las dos funcionesf , f , es derivable ena y deduzca de
ello el siguiente resultado: seaf una función de claseC1(
) con diferencial
no nula en el abierto conexo
 , si existe el límiteL (a) en cadaa 2 
 entonces
una de las dos funcionesf , f es holomorfa.
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Ejercicio 3.31.
Obtenga un isomor�smo conforme entre cada uno de los abiertos


 1 =
�

z : jzj < 1; Rez > 0
	

; 
 2 =
�

z : jzj < 1; Rez > 0; Im z > 0
	

y el discoD(0; 1).

Ejercicio 3.32.
Obtenga isomor�smos conformes entre cada uno de los abiertos


 1 =
�

z : jzj < 1; j2z� 1j > 1
	

; 
 2 =
�

z : jz� 1j > 1; jz� 2j < 2; Im z > 0
	

y el discoD(0; 1).

Ejercicio 3.33.
En cada caso obtenga un isomor�smo de
 sobreG:

a) 
 = f z : j Im zj < �= 2g, G = D(0; 1).

b) 
 = f z : j Im zj < �= 4g, G = f z : jzj < 1; Im z > 0g.

Ejercicio 3.34.
SeaG = f z : Rez > 0; Im z > 0; jz � 5j > 3g. Obtenga un isomor�smo

conforme que transformeG en un rectángulo abierto.

Ejercicio 3.35.
Sea 
 = f z : jz � 1j <

p
2; jz + 1 j <

p
2g. Obtenga un isomor�smo

conforme g : 
 �! D (0; 1) tal que g(x) 2 R si x 2 
 \ R.

solución.

Las circunferenciasC1 = f z : jz � 1j =
p

2g, C2 = f z : jz + 1 j =
p

2g
se cortan ortogonalmente en los puntos+ i , � i (pues el triángulo de vértices
� 1, i , 1 es rectángulo). Con una transformación de Möbius adecuada el
abierto 
 se puede llevar a uno de los cuadrantes determinados por dos
rectas perpendiculares. Esto se consigue con la transformación de Möbius
T(z) = ( z � i )=(z + i ), ya que T(i ) = 0 y T(� i ) = 1 . La imagen T(C1) es
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una recta (porque � i 2 C1 y T(� i ) = 1 ) respecto a la que son simétricos
T(1) = � i y T(1 ) = 1 , es decir, es la rectaR1 = f z = x + iy : y = � xg;
además, comoT(1) = � i , la imagen del discoD1 = f z : jz � 1j <

p
2g es

el semiplanoH1 = f z = x + iy : y < � xg. Con un razonamiento similar se
obtiene que la imagen del discoD2 = f z : jz + 1 j <

p
2g es el semiplano

H2 = f z = x + iy : y > x g. Entonces, comoT es una biyección,

T(
) = T(D1 \ D2) = H1 \ H2 =
�

x + iy : x < 0; jyj < � x
	

:

Con la transformación z2 el cuadranteT(
) se convierte en el semiplano
H = f x + iy : x > 0g que, a su vez, se transforma enD(0; 1) mediante
S(z) = ( z � 1)=(z + 1) (obsérvese que� 1; 1 son simétricos respecto al eje
imaginario y S(1) = 0 , S(� 1) = 1 , por lo que la imagen de este eje es una
circunferencia centrada en0, que pasa porS(0) = � 1). Componiendo las
transformaciones consideradas se obtiene que

w = S
�
T(z)2�

= �
2iz

z2 � 1

establece un isomor�smo conforme de
 sobreD(0; 1) que lleva el segmento
del eje real(� 1 �

p
2; 1 +

p
2) al segmento del eje imaginariof iy : jyj � 1g.

Entonces, para conseguir un isomor�smo conformeg : 
 ! D (0; 1) que lleve
el segmento(� 1�

p
2; 1+

p
2) al segmento(� 1; 1) = D(0; 1)\ R, basta tomar

g(z) =
2z

z2 � 1

Ejercicio 3.36.
Sea 
 = C n E dondeE = f z : jzj = 1 ; Im z � 0g. Obtenga un isomor-

�smo conforme de 
 sobref z : jzj > 1g.

Ejercicio 3.37.
El per�l de Joukowsky es la imagen, mediante la transformación de Jou-

kowski J (z) = 1
2(z + 1=z), de una circunferencia que pasa por uno de los dos

puntos +1 ; � 1 y rodea al otro. Indique un procedimiento para conseguir un
isomor�smo conforme entre C n [� 1; 1] y el exterior del per�l de Joukowsky.
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3.2.4. Complementos

En los ejercicios de carácter complementario reunidos en este bloque
se ofrecen algunos resultados, naturales y poco sorprendentes, cuyas
soluciones usan técnicas avanzadas de topología o geometría.

Ejercicio 3.38.
Si a 2 C n f 0g, determine las ramas continuas de la multifunción

az =
�

ecz : c 2 loga
	

(funciones continuas f : C �! C que veri�can f (z) 2 az para cadaz 2 C).

Ejercicio 3.39.
Dado � 2 C determine, en
 = Cnf x 2 R : x � � 1g, las ramas continuas

de la multifunción

(1 + z)� =
�

ec� : c 2 log(1 + z)
	

:

Ejercicio 3.40.
a) Determine todas las funciones continuasf : C �! C que cumplen

[E] : f (z + w) = f (z)f (w) para cadaz; w 2 C:

b) Determine todas las funciones continuas' : R �! f z : jzj = 1g que
veri�can

' (s + t) = ' (s)' (t) para cadas; t 2 R:

Ejercicio 3.41.
Seaf = P=Q una función racional. De�niendo f (a) = l��m z! a f (z) cuan-

do Q(a) = 0 o a = 1 se obtiene una funciónf : C1 ! C1 . Compruebe que
f es derivable en todoa 2 C1 .
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Ejercicio 3.42.
Se supone que
 � C1 es abierto y quef : 
 �! C1 es derivable en

a 2 
 con f 0(a) 6= 0 . Demuestre que la transformación inducida porf en la
esfera de Riemann conserva ángulos orientados enp = 	( a). (Esto signi�ca
que dos curvas diferenciables sobre la esfera, que surgen dep con vectores
tangentesu, v son transformadas en dos curvas, que surgen deq = 	( f (a)) ,
cuyas tangentes forman el mismo ángulo orientado. En el ejercicio 2.37 se
puede ver la noción de ángulo orientado de un par de vectores tangentes a
la esfera).

3.3. Ejercicios propuestos

3.1 Determine todos los periodos de las funciones complejasez, tg z, shz,
chz y th z. Compruebe que

sh(z + �i ) = � shz y que ch(z + �i ) = � chz:

3.2 Si z = x + iy , compruebe las desigualdades

jsenzj � j senxj; jcoszj � j cosxj; chx � j chzj � j shxj:

3.3 Estudie la derivabilidad en sentido complejo de la función

f (x + iy ) =
x3 � y3

x2 + y2 + i
x3 + y3

x2 + y2 si (x; y) 6= (0 ; 0); f (0; 0) = 0 :

3.4 Compruebe que la funciónf (x + iy ) = y2, aunque es derivable en todos
los puntos del eje real, no es holomorfa en ningún punto.

3.5 Sea
 � C un abierto conexo, no vacío y simétrico respecto al eje real
y g 2 H (
) . Demuestre que
 \ R 6= ; y que siM es una componente
conexa de
 \ R, son equivalentes

a) g(z) = g(z) para todo z 2 
 ;
b) g(x) 2 R para todo x 2 M .
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3.3. Ejercicios propuestos 82

Demuestre que cadaf 2 H (
) se puede representar de modo único
en la forma f = g + ih , donde g, h son funciones holomorfas tales que
g(x) 2 R, h(x) 2 R para cadax 2 
 \ R.

3.6 Si 
 es conexo yf 2 H (
) veri�ca Im( f ) = Re( f )2, demuestre quef
es constante.

3.7 Obtenga la imagen del abierto
 = f z : jIm zj < �= 2g mediante la
transformación

f (z) =
ez � 1
ez + 1

y compruebe quef establece un isomor�smo conforme entre
 y su
imagen.

3.8 Obtenga un isomor�smo conforme entre los abiertos
�

z : jzj > 1; Im z > 0
	

;
�

z : Im z > 0
	

:

3.9 Obtenga isomor�smos conformes entre los abiertos
�

x+ iy : 0 < x < �= 4; 0 < y
	

;
�

z : jzj < 2; jz+1 j > 1
	

;
�

z : jzj < 1
	

:

3.10 Obtenga isomor�smos conformes entre los abiertos
�

x+ iy : jxj < �= 4
	

;
�

reit : 0 < r < 1; jt j < �
	

;
�

x+ iy : x > 0; y > 0
	

:
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